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摘要:重力场向上延拓是稳定且收敛的过程,而向下延拓是不稳定且发散的过程.为此,本文提出一

种重力场向下延拓新方法.首先,对重力场及其垂向一阶导数向上延拓,得到不同高度的重力场垂向导

数;然后,基于求解微分方程的三阶 AdamsＧBashforth多步法,推导出稳定的向下延拓公式;最后,为验证本

文方法,将其分别应用于模型数据和实际数据.理论模型试验及误差曲线表明,相对于经典下延方法———

傅里叶变换下延法和积分迭代下延法,新方法三阶 AdamsＧBashforth公式法下延过程稳定,边界效应不明

显,下延深度可达５倍点距,下延结果与真实值的相对误差更小,结果更准确.将本文方法应用于加拿大

某区实测航空重力数据,得到有效且准确的下延结果,能够识别和圈定一些细小异常特征.
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Abstract:Upwardcontinuationofgravityfieldisconsideredtobeastableandconvergenceprocess,

butdownwardcontinuationisnot．Thispaperpresentsanew methodofdownwardcontinuationof
gravityfield．Firstly,thegravityfieldanditsverticalfirstＧorderderivativesarecontinuedupwardto
differentheight．Secondly,theauthorsderivewiththestabledownwardcontinuationbasedonmultistep
methodofAdamsＧBashforthformulaofthirdＧorderofthedifferentialequation．Finally,themethodis
appliedtothesynthetic modeldata andtherealdata．Compared with theclassicaldownward
continuation methods whicharetheFouriertransform methodandintegralＧiteration method,the
syntheticresultsshowthatthenewmethod,whichisAdamsＧBashforthformulaofthirdＧorder,ismore
stable,lessedgeeffect,thedepthofdownwardcontinuationis５intervals,therelativeerrorofthe
downwardresultandtherealvalueissmaller,andtheresultismoreaccurate．Themethodisappliedto
themeasuredairbornegravitydatainCanada,andtheresultsobtainedarevalidandaccurate．Small
sourcesareidentifiedanddelineated．

Keywords:gravitydownwardcontinuation;verticalderivative;AdamsＧBashforthformula

０　引言

重力场向下延拓是一种重要的数据处理和解释

手段[１].它将异常观测值下延至不同高度,为后续

数据分析做准备,能够突出浅部、局部的地质体特

征.另外,在重力场辅助导航中,重力数据是无源导

航的重要研究内容[２３],而向下延拓为构建空间重力

数据库提供了主要途径.向下延拓的方法有很多

种,常用方法有空间域插值下延法[４]、傅里叶变换

(FFT)下延法[５]和积分迭代下延法[６７]等.虽然相

对于空间域插值下延法,FFT 下延法的计算更简

便、速度更快,但由于重力场向下延拓是典型的不适

定问题、频率域下延因子具有放大高频成分和数据

噪声的效应、傅里叶变换离散过程和截断误差引起

的延拓结果振荡等原因,FFT下延法的结果并不稳

定,且下延深度较浅,一般只能下延２~３倍点距.
为得到稳定的下延结果,不同学者发展了不同的

FFT下延法改进方法,如正则化方法[８]、维纳滤波

法[９]、匹配滤波法[１０１１]等.虽然,这些改进方法使

下延稳定性得到了一定提高,但随着向下延拓深度

的增大,这些改进方法的下延深度仍不能超过３~５
倍点距.相对于FFT下延法,积分迭代下延法能够

较好地解决重力场向下延拓的不稳定性,且实现了

大点距向下延拓(１０~２０点距);但其计算需要多次

迭代,对噪声产生多次迭代累加,导致计算效率和精

度降低[１２].
针对重力场向下延拓的不稳定性等问题,本文

基于求解常微分方程的多步思想进行向下延拓,利

用 AdamsＧBashforth公式,引入向上延拓至不同高

度的垂向一阶导数,提出空间域重力场向下延拓三

阶 AdamsＧBashforth公式法.然后比较 FFT 下延

法、积分迭代下延法和三阶 AdamsＧBashforth公式

下延法在模型数据应用中的差异,分析这３种下延

方法所得结果与真实值的均方误差随下延深度的变

化曲线.最后将本文新提出的下延方法应用于实际

数据,以验证方法的稳定性和准确性.

１　基本原理

１．１　空间域插值下延法、FFT下延法和积分迭代下

延法

１．１．１　空间域插值下延法

重力场向下延拓是求观测高度以下、指向场源

方向某一深度的重力场.不同高度的重力场之间的

关系[１３]表述如下:

g(x,y,z０＋h)＝
１
２π



∫
¥

－¥
∫

¥

－¥

g(x０,y０,z０)h
(x－x０)２＋(y－y０)２＋h２[ ]

３
２
dx０dy０.

(１)
式中:g(x０,y０,z０)表示观测面的重力场;h 为地下

距观测面的深度,即下延深度;g(x,y,z０＋h)表示

观测平面以下、场源以上某一深度的重力场;(x０,

y０,z０)为观测面坐标;(x,y)为延拓后平面的水平

坐标.
向下延拓问题可视为求积分问题,采用不同积

分求取方法可以得到不同形式的延拓方法.然而,
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下延边界值有微小变化时,所得下延结果可以产生

很大变化,即下延是不稳定的;所以在空间域进行向

下延拓一般采用近似方法,常用方法有多项式插值

法、级数正则化法和调和分析法等.以复数拉格朗

日插值多项式近似计算重力场向下延拓为例,假设

测点间距和单位延拓深度均为单位１.其一般形式

为[１４]

g(x,y,z０＋h)＝C０g(x０,y０,z０－kh)＋

∑
¥

m＝１
∑

¥

n＝１
Cn[g(x０＋n,y０＋m,z０－kh)＋

(x０－n,y０－m,z０－kh)]. (２)
式中:Cn(n＝０,１,２,)为向下延拓系数;n,m 分

别为平面坐标x０、y０上的插值点数;k 为插值多项

式阶数;－kh 为向上延拓距离.

１．１．２　FFT下延法

一般插值形式下延公式存在计算量大和精度低

的问题,自从傅里叶变换引入地球物理解释后,因其

表达式简单、计算速度快,经傅里叶变换得到的波数

域下延公式法逐渐成为主流方法.在空间域,公式

(１)为褶积形式.由于空间域的褶积经过傅里叶变

换可变为乘积,所以,对式(１)两边做傅里叶变换,得
到波数域的向下延拓公式:

G(u,v,z０＋h)＝

G(u０,v０,z０)e２π(u２＋v２)
１
２h. (３)

式中:G(u０,v０,z０＋h)为g(x０,y０,z０＋h)的二维

傅里叶变换;G(u０,v０,z０)为g(x０,y０,z０)的二维

傅里叶变换;(u２＋v２)１/２为波数.然后,对公式(３)
左侧的G(u,v,z０＋h)进行傅里叶逆变换.此即

FFT下延法.

１．１．３　积分迭代下延法

由于波数域向下延拓因子e２π(u２＋v２)１/２h具有放大

效应,直接利用FFT下延法进行重力场向下延拓对

含有高频信息或者噪声的数据计算不稳定,延拓２~
３个测点距深度后,结果发散.徐世浙[６]提出积分

迭代下延法,该方法可将下延深度提高到１０~２０倍

点距.积分迭代下延法下延步骤如下.
设面ΓB上的重力异常gB是已知的,距其下h 深

的面ΓA 上的异常gA 是未知待求的,ΓB、ΓA 间无场

源.首先,将ΓB上的重力异常垂直等价于gB的对应

点上,作为ΓA上的初值gA１.其次,从gA 的初值gA１,
利用频率域向上延拓公式,得到面ΓB 上第一次迭代

的计算值gB１:

gB１＝F－１ gA１e－２π(u２＋v２)
１
２h[ ] . (４)

式中,F－１为傅里叶逆变换符.进而计算ΓB 上的重

力异常.也可以使用其他上延方法计算.再次,根
据ΓB上的原始重力值gB和上延计算重力值gB１的差

值对ΓA上的重力异常gA进行校正.最后,反复迭代

上述过程,直到观测高度上的实测值与计算值的差

值小于一个很小的常量,完成下延迭代计算.一般

迭代次数为２０~５０次.
但是,由于积分迭代下延法需要进行反复迭代,

计算效率不高,同时也会使噪声累加,因此本文提出

基于 AdamsＧBashforth公式的重力场向下延拓方

法.

１．２　基于AdamsＧBashforth公式的下延法

在地表上半空间,重力场满足调和函数性质,可
以用某一平面重力值计算该空间其他平面(或者点)
的数据值,实现由重力场平面值到其垂向空间值的

换算,即重力解析延拓.但是,由于地面下半空间的

重力场不满足调和函数性质,则由实测值向地表下

换算时解不稳定,是不适定问题,即向下延拓结果不

稳定.另外,由于重力场求解区域有限,公式(１)积
分域为无穷,对重力场做延拓时,需利用有限平面数

据数值积分近似替代无限积分.因此,本文基于更

广泛适用的物理数学条件,推导了新的向下延拓方

法 AdamsＧBashforth公式下延法.
首先,在物理上,重力场不仅是横向连续变化

的,还具有垂向连续变化性质[１５];其次,在数学上,
重力场存在横向和垂向导数,即使不具有调和函数

性质,仍然满足微分定理.因此,对重力场的垂直方

向做偏导数,即对z 进行差商,可得到重力场的微

分形式:

g′(x,y,z)＝f(z,g),z∈ a,b[ ]

g(x,y,z０)＝gz０
{ . (５)

式中:g′(x,y,z)为重力场的垂向一阶导数;f(z,

g)为g 和z 的函数关系式;gz０为下延前的重力值.
通过数值积分法与待定系数法,得到等式(５)的多步

法公式解,一般表现形式[１６１７]为

∑
l

i＝０
αigi＝h∑

k

j＝０
βjfj. (６)

式中:gi为不同高度的重力场值;fj为不同高度重

力场的垂向一阶导数;l为重力场高度间隔数;k 为

重力场垂向一阶导数高度间隔数;αi,βj为多步线性

解的系数,是常数,且αi＝１,α０ ＋ β０ ≠０.当

βk＝０时,式(６)为显式方法;当βk≠０时,式(６)为隐
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式方法.只要给定k,确定对αi、βj的要求,就可以

通过解线性方程组求出αi、βj,构造相应的多步法公

式.所以,根据常微分方程数值解法的有效方法之

一[１８１９]———线性 多 步 法 的 显 式 AdamsＧBashforth
公式,得到向下延拓公式(１)的表达为

g(x,y,z０＋h)＝g(x,y,z０)＋
h(β０g′(x,y,z０)＋β１g′(x,y,z０－h)＋

β２g′(x,y,z０－２h)＋＋

βng′(x,y,z０－nh)). (７)
式中:β０,β１,β２,,βn的取值可以参考数值计算

公式系 数 表[１６];g′(x,y,z０),g′(x,y,z０ －
h),,g′(x,y,z０ －nh)分别为高度z０,z０ －
h,,z０－nh 上重力场的垂向一阶导数.

一般情况下,已知观测面上的重力异常场,可以

直接测得或者通过计算获得重力异常垂向导数.重

力异常垂向导数向上延拓稳定且收敛,则不同高度

的重力垂向一阶导数为

G′(u,v,z０－kh)＝

G′(u０,v０,z０)e－２π(u２＋v２)１
２kh,

g′(u,v,z０－kh)＝F－１ G′(u,v,z０－kh)[ ] ,

k＝１,２,,n.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(８)
式中:G′(u,v,z０)是z０高度频率域重力异常垂向导

数;G′(u,v,z０－kh)是上延kh 高度后频率域重力

异常垂向导数.
利用式(８)计算的不同高度重力垂向一阶导数,

结合式(７)的数值计算结果即可得到基于 AdamsＧ
Bashforth法重力场向下延拓公式.实际应用时,需
选有限阶进行计算.为便于说明,本文选择三阶显

式 AdamsＧBashforth公式.重力场向下延拓三阶

AdamsＧBashforth公式法近似表达式为

g(x,y,z０＋h)＝g(x,y,z０)＋
h
１２

(２３g′(x,y,z０)－１６g′(x,y,z０－h)＋

５g′(x,y,z０－２h)). (９)

　　一般情况下,无论是空间域还是频率域,向下延

拓前均需要进行扩边处理,以防止延拓结果出现边

界效应.但是,扩边方法种类繁多,对于不同数据类

型,不同扩边方法对延拓结果影响较大,额外引入扩

边方法不利于比较延拓方法本身的好坏.同时,一
般下延过程均伴随滤波处理,滤波方法及滤波参数

的选择对下延结果有直接影响.因此,为突出延拓

方法本身的优缺点,本文所涉及下延方法均不进行

任何扩边和滤波处理.

２　模型试验

为说明本文方法效果,在模型试验中给出本文

三阶 AdamsＧBashforth下延法与经典 FFT 下延法

以及 由 徐 世 浙[６] 提 出 的、经 过 多 位 学 者 验 证

的[２,２０２２]、目前较新且较权威的积分迭代下延法结

果的比较.
理论模型(图１)由两个顶底界面埋深不同、大

小不一的长方体组合而成:长方体１(红色标记)x、

y 和z方向边长分别为１０、２０、２０m,中心点坐标为

(６０,８０,－２３),顶界面距地面１３m,底界面距地面

３３m;长方体２(蓝色标记)x、y 和z 方向边长分别

为４０、１０、２０m,中心点坐标为(６０,５０,－２５),顶界

面距地面为１５m,底界面距地面３５m.两个长方

体密度相同,与围岩密度差均为０．９kg/m３.地面

测网共计１３０条测线,每条测线１３０个测点,网格间

距为１m.

图１　地下模型空间分布

Fig．１　Positionofundergroundrectangularmodel

首先将距离地面０m、不含噪声的理论重力异

常(图２a)向下延拓２m,结果如图２b所示.所用垂

向一阶导数为理论值,非换算获得;将垂向梯度异常

上延至不同高度得到不同高度的垂向一阶导数值.
积分 迭 代 下 延 法 迭 代 步 长 为 １,收 敛 误 差 为

０．０００１mGal (模 型 数 据 的 精 度 也 为

０．０００１mGal),迭代４３次.由图２可知,在均未扩

边的情况下,向下延拓２m 时:对比下延２倍点距的

理论异常值(图２b),本文 AdamsＧBashforth下延法

结果(图２e)更加准确;相对于FFT下延法(图２c),
本文 AdamsＧBashforth下延法边界损失小;积分迭

代下延法(图２d)和本文 AdamsＧBashforth下延法
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的结果均稳定且收敛,相对于理论下延值,两种方法

都能给出准确的下延异常.
对距离地面０m、含５％随机白噪声的理论重力

异常值(图３a)向下延拓２ m,得到延拓结果(图

３b).所用垂向一阶导数为含有噪声的理论值,非
换算获得;将垂向梯度异常上延至不同高度得到不

同高度的垂向一阶导数值.积分迭代下延法迭代步

长为１,收敛误差为０．０００１mGal,迭代５０次(建议

最大次数).由图３可知,在未进行扩边、正则化及

其他滤波去噪处理情况下,向下延拓２m 时:对比

下延２ 倍点距的理论含噪异常值 (图 ３b),本文

AdamsＧBashforth下延法结果(图３e)更加准确;相对

FFT下延法(图３c)和积分迭代下延法(图３d),本文

AdamsＧBashforth下延法的下延过程稳定且收敛.
再将距离地面０m、不含噪声的理论重力异常

(图４a)向下延拓５m,结果如图４b所示.所用垂向

一阶导数依然为理论值;依然将其上延至不同高度

得到不同高度的垂向一阶导数值.积分迭代下延法

迭代步长为１,收敛误差为０．０００１mGal(模型数据

的精度也为０．０００１mGal),迭代５０次.由图４可

知,在均未扩边的情况下,向下延拓５m 时:对比下

延５倍点距的理论异常值(图４b),本文 AdamsＧ
Bashforth下延法结果(图 ４e)更加准确;相对于

FFT下延法(图４c),本文 AdamsＧBashforth下延法

收敛;相对积分迭代下延法(图４d),本文 AdamsＧ
Bashforth下延法的结果边界损失小.

最后对距离地面０m、含５％随机白噪声的理论

重力异常值(图５a)向下延拓５m,得到延拓结果(图

５b).所用垂向一阶导数为含有噪声的理论值,非
换算获得;将垂向梯度异常上延至不同高度得到不

同高度的垂向一阶导数值.积分迭代下延法迭代步

长为１,收敛误差为０．０００１mGal,迭代５０次(建议

最大次数).在未进行扩边、正则化及其他滤波去噪

处理情况下,由图５可知,FFT 下延法(图５c)和积

分迭代下延法(图５d)严重发散,而本文 AdamsＧ
Bashforth下延法过程(图５e)稳定收敛且具有很好

抗噪能力.
图６给出了无噪声数据FFT下延法、积分迭代

下延法、本文 AdamsＧBashforth下延法计算结果与

真实值均方误差随下延点距的对数函数变化曲线.
通过对比可知:向下延拓相同点距时,FFT 下延法

的 均方误差随下延深度增加指数增大,而本 文

a．地面理论计算重力异常;b．向下２m 理论计算重力异常;c．FFT法下延２m 结果;d．积分迭代法下延２m 结果;e．本文方法下延２m
结果.

图２　不含噪声向下延拓２m结果

Fig．２　Downwardcontinuationresultsby２mwithoutnoises
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a．地面理论计算重力异常;b．向下２m 理论计算重力异常;c．FFT法下延２m 结果;d．积分迭代法下延２m 结果;e．本文方法下延２m
结果.

图３　含５％噪声向下延拓２m结果

Fig．３　Downwardcontinuationresultsby２mwith５％ whitenoises

a．地面理论计算重力异常;b．向下５m 理论计算重力异常;c．FFT法下延５m 结果;d．积分迭代法下延５m 结果;e．本文方法下延５m
结果.

图４　不含噪声向下延拓５m结果

Fig．４　Downwardcontinuationresultsby５mwithoutnoises
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a．地面理论计算重力异常;b．向下５m 理论计算重力异常;c．FFT法下延５m 结果;d积分迭代法下延５m 结果;e．本文方法下延５m
结果.

图５　含５％噪声向下延拓５m结果

Fig．５　Downwardcontinuationresultsby５mwith５％ whitenoises

图６　本文AdamsＧBashforth下延法与FFT下延法(a)、积分迭代下延法(b)计算结果与真实结果均方误差比较

Fig．６　ComparisonoftheRMSbetweentherealvalueandthedownwardcontinuationresultsofthisAdamsＧBashforthmethod
withtheFFTmethod(a)andwiththeintegralＧiterationmethod(b)

AdamsＧBashforth下 延 法 的 均 方 误 差 小 很 多 (图

６a);同时,本文 AdamsＧBashforth下延法的均方误

差小于积分迭代下延法(图６b).均方误差曲线说

明本文 AdamsＧBashforth下延法的结果更准确,更
接近真实异常值.

３　实际应用

为验证本文提出 AdamsＧBashforth下延法的实

际效果,对加拿大某地区实测航空重力数据进行向

下延拓.该重力资料网格间距为４００m,航空布格

重力异常(图７a)以及垂向一阶导数均为实测资料.
将实测航空布格重力异常向上延拓２０００m,作为

上部已知重力异常(图７b).将２０００m 高度重力

异常(图７b)的垂向一阶导数再分别向上延拓至

４０００m 和 ６ ０００ m,利 用 本 文 三 阶 AdamsＧ
Bashforth下延法对图７b向下延拓２０００m,得到
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a．实测布格重力异常;b．向上延拓５倍点距结果;c．由b下延５倍点距结果;d．下延结果c与原始异常a的误差.

图７　实测航空重力异常向下延拓５倍点距结果

Fig．７　Downwardcontinuationresultsoftherealmeasuredairbornegravityanomalieswith５interval

结果如图７c所示.对比真实重力异常(图７a)和本

文方法下延的重力异常(图７c)可以看出,本文延拓

结果与实测重力异常吻合,能够很好地恢复下延场

中的微小异常信息,得到相对准确的下延结果.延

拓后结果与原始异常的相对误差如图７d所示;通过

计 算,延 拓 后 结 果 与 原 始 异 常 的 均 方 误 差 为

１．９８６mGal.由 此 可 知,本 文 的 三 阶 AdamsＧ
Bashforth下延法计算结果与真实值之间误差小、边
界效应不明显、计算稳定且收敛.

４　结论

本文基于求解常微分方程的 AdamsＧBashforth
公式实现了重力场向下延拓,且对比了 FFT 下延

法、积分迭代下延法和本文方法对不同下延深度的

效果,通过模型和实际数据的计算可以得到如下结

论:

１)对模型分别下延２倍点距和５倍点距以及对

实际数据下延５倍点距,三阶 AdamsＧBashforth公

式下延法能够获得较深且准确的重力场向下延拓结

果.

２)与FFT下延法和积分迭代下延法相比,三阶

AdamsＧBashforth公式下延法的计算更稳定、抗噪

能力更强.

３)在三阶 AdamsＧBashforth公式下延法中,需
使用重力异常垂向一阶导数,但是目前国内没有实

测重力垂向梯度数据,本文使用实测值;所以仍需研

究并解决计算垂向梯度和实测垂向梯度对本文方法

的影响.

４)三阶 AdamsＧBashforth公式下延法可有效应

用于实际数据向下延拓处理,对识别重力场的“浅
部”和 “局部”特征以及重建重力数据进行辅助导航

等具有十分重要的意义.

５)本文涉及重力垂向导数的使用,所以值得进

一步研究测量垂向导数的重力梯度仪.
致谢:Geosoft公司提供了实测航空重力数据,

孙勇博士在笔者工作中提供了帮助,在此一并表示

感谢.
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