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摘　要:针对α稳定分布信号参数估计问题,提出一种基于α稳定分布叠加性质和p 范数性质

的特征指数估计算法.该算法利用多个同分布的α稳定分布变量组合相加结果的p 范数与原变

量p 范数之间的关系实现对特征指数α的估计.介绍了α稳定分布的定义和基本性质,说明了

估计算法的原理和估计步骤,证明了估计算法的无偏性和一致性.仿真实验表明,该算法不需要

稳定分布的其他先验知识,在很大的范围内可以有效地估计α稳定分布的特征指数,在高斯噪声

掺杂的情况下仍可准确估计信号的α值,为α稳定分布噪声下的信号处理方法提供支持.
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０　引　言

一类带有冲击特性的非高斯噪声在大气、水
下声学以及电磁干扰等噪声中大量存在,该类噪

声表现出极强的脉冲特性,由于α 稳定分布可以

用来很好地描述这一类噪声[１Ｇ３],近年来α稳定分

布噪声背景下的信号处理方法得到了广泛研究.
在α噪声背景下的信号处理方法的研究中,分数

低阶矩和共变被大量应用[４Ｇ６],而分数低阶矩和共

变只有在α稳定分布噪声参数已知的情况下才有

意义,所以大多研究都假设α噪声的参数已知,至
少是其特征指数α 已知.在实际应用中,由于没

有α噪声的相关参数,导致这些算法的应用受到

很大的限制,因此研究α 稳定分布的参数估计方

法对于以上这些算法的应用具有支撑作用.在α
稳定分布参数估计方面,Tsihrintzis[７]、Ma等[８]

基于分数低阶矩和负阶矩理论提出了多种通过观

测序列估计α 稳定参数的方法,Kuruoglu[９]借助

混合高斯模型,提出了α 稳定概率密度函数的一

种新的表达式,并利用该表达式进行α 稳定分布

的参数估计.DuMouchel[１０]提出了一种最大似

然估计方法,Brorsen等[１１]对该方法进行蒙特卡

罗仿真,获得了相当好的结果,然而,该方法属于

高度的非线性优化问题,由于需要计算复杂的数

值积分,计算量非常大.本文提出一种α 稳定分

布信号的α 和γ 参数估计的方法,该方法利用α
的叠加性质,通过简单的运算即可实现对α估计,
容易理解且计算量小,估计精度高.

１　α稳定分布的定义和性质

１．１　α 稳定分布的定义

α稳定分布的概念是Levy在１９２５年研究广

义中心极限定理时提出的[３],中心极限定理引出

了高斯分布,而广义中心极限定理则是放开了中

心极限定理中有限方差这一限制后形成的.α 稳

定分布是负责广义中心极限定理的一簇分布,高
斯分布是α 稳定分布在α＝２时的一个特例[１２].
除了有限的几种情况,α 稳定分布没有封闭的概

率密度函数表达式[１３],α 稳定分布的定义是由其

概率密度函数的傅里叶变换,即特征函数给出的.
定义 若一个随机变量X 的特征函数可以表

示为:

φ(t)＝

expjμt－γ t α １＋jβsign(t)tan(απ
２

)é

ë
êê

ù

û
úú{ },

　　α≠１

expjμt－γ t α １＋jβsign(t)２
πlogté

ë
êê

ù

û
úú{ },

　　α＝１

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
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(１)
式中:－¥＜μ＜¥,γ＞０,０＜α≤２,－１≤β≤１,这

４个参数决定了该分布的形状,sign(x)为符号函

数.称该变量X 服从α稳定分布,服从α稳定分

布的噪声称为冲击噪声,脉冲噪声或稳定分布噪

声,写作:

X~Sα(μ,β,γ) (２)
式中:α 称为特征指数,它决定了脉冲特性的程

度,α 越小,脉冲程度越高;β 称为对称系数,当β
＜０时,信号的概率密度函数会出现左倾,反之出

现右倾.当β＝０时,α稳定分布的概率密度函数

呈现左右对称形状,称为对称α 稳定分布(SαS);

μ 称为位置参数,表示α 稳定分布概率密度函数

的中心,也是α稳定分布变量的期望值;γ 称为分

散系数,在同一个α 值下,γ 越大,则概率密度函

数的两侧延伸越严重,中间部分的值则会相对降

低,与高斯噪声的方差类似.

１．２　α 稳定分布的性质

现有文献对α稳定分布的性质做了详细的研

究,本文不再一一说明,仅介绍本文算法相关的两

条性质,即叠加性质和p 范数性质[１４].
性质１　叠加性质,若 X１~Sα(μ１,β１,γ１),

X２~Sα(μ２,β２,γ２),则它们的和变量 X＝X１＋
X２ 服从X~Sα(μ,β,γ),其中:

　　　　μ＝μ１＋μ２ (３)

　　　　β＝β１γα
１＋β２γα

２

γα
１＋γα

２
(４)

　　　　γ＝(γα
１＋γα

２)１/α (５)
性质２　若X~Sα(u,β,γ),０＜α＜２且当α

＝１时,有β＝０,则对于所有０＜p＜α,有:

E X p( )１/p＝Cα,β(p)γ (６)
式中:

Cα,β(p)＝ E X０
p( )１/p (７)

X０~Sα(０,β,１) (８)
该性质给出了一个统计量 E X p( )１/p,称为

p 范数,它的值是标准α 分布的p 阶范数与分散

系数的积.这一性质表明,α 分布信号的p 范数

与分散系数γ 呈线性关系.

􀅰９１６􀅰
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２　基于组合分布和分数低阶矩的系
数估计方法

２．１　特征指数估计算法原理

根据α分布的性质１,两个独立的同特征指

数的稳定分布变量相加时,其和变量同样服从α
分布,并且其分散系数仍为α,当多个同分布的α
信号相加时,这一性质可以以如下形式表述:

推理　当 X１,X２,􀆺,XN 相互独立且均服

从于同一分布Sα(μ,β,γ)分布时,其和分布X＝
X１＋X２＋􀆺＋XN 服从Sα(μ０,β０,γ０),则其参数

表达式为:

μ０＝Nμ,β０＝β,γ０＝N１/αγ (９)
对照性质１,此推理很容易得证.
从以上推理中可以看到,多个独立同分布的

α变量的和变量仍服从α 分布,且其对称系数不

变.注意到这一性质分散系数的表达式中并没有

对称系数,所以分散系数的这一性质对于非对称

α分布也是适用的.
综合以上两性质和推理,多个同分布变量相

加时有:

E[|X|p]１/p＝Cα,β(p)γ０＝Cα,β(p)N１/αγ
(１０)

E[|Xi|p]１/p＝Cα,β(p)γ (１１)
式中:i＝１,２,􀆺,N.

和变量X 与原变量Xi 的p 阶矩之间具有以

下关系:

E[|X|p]１/p

E[|Xi|p]１/p＝N１/α (１２)

因此:

α＝
plnN

ln(E |X|p[ ] )－ln(E |Xi|p[ ] )
(１３)

由式(１３)可知,当有多个同分布α 稳定分布

随机变量时,可以将多个随机变量组合,利用组合

变量与原变量之间p 范数关系,得到特征指数α
的估计.

２．２　α 稳定分布参数估计方法

２．２．１　参数估计方法

式(１３)表明多个同分布的α 信号相加时,其
统计量E[|X|p]１/p之间的比只与参与相加的变

量个数和特征指数α 有关.利用这一特征,可以

从实际采样信号中估计得到特征指数α.
当一个变量的时间相关性很低时,相隔足够

长时间以外的多个采样值之间可以认为是不相关

的.对于一个α分布的变量,相隔足够长的时间

进行多次采样,则可以认为多次采样结果为多个

独立同分布的α分布变量,这多次采样相加,得到

的新变量与原变量之间可以根据式(１３)得到α的

估计.对于一个足够长时间的采样序列X,该方

法可以描述如下:
设有序列长度为L 的α 稳定分布变量采样

序列X＝{xi,i＝１,２,􀆺,L},将X 等分为N＋１
份,每份长度为K(K＝L/(N＋１)),则有:

Xm ＝{xi＝X((m－１)K ＋i),i＝１,２,􀆺,K}

m＝１,２,􀆺,N ＋１ (１４)

Y＝∑
N

m＝１
Xm ＝ yi＝∑

N

m＝１
x(m－１)k＋i{ } (１５)

Z＝Xm＋１ (１６)
由以上定义可知,Y 和Z 是相互独立的随机

变量.

T′＝
∑
K

i＝１
yi

p

K
(１７)

T＝
∑
K

i＝１
zi

p

K
(１８)

α̂＝
plnN

lnT′－lnT
(１９)

式中:α̂ 即为特征指数α 的估计值.
算法的执行步骤如下:
(１)对待测信号采样L 次,形成X.
(２)将L 次信号平均分割为N 段,形成Xm,

m＝１,２,􀆺,N.
(３)将分割的数据相加,形成X′.
(４)对X 和X′分别计算统计量T 和T′.
(５)将数据代入式(１９)得到特征指数α 的估

计值.
该方法不需要复杂的计算,相比于现有的参

数估计方法,计算量较小.并且不涉及α 分布概

率密度函数的封闭形式的近似,原理简单可靠,便
于理解和编程实现.在实际执行时,由于α未知,
为了使p 阶矩收敛,可以使p 尽量小.

２．２．２　 估计方法的无偏性与一致性分析

式(１２)由α 稳定分布的性质导出,因此它是

严格成立的,但在实际运算中,无法直接得到变量

的p 阶矩,只能以式(１７)得到E x p[ ] 的估计,
式(１７)中统计量T′的数学期望为:

E T′[ ] ＝
１
KE ∑

K

i＝１
yi

p[ ] ＝

􀅰０２６􀅰
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　　 １
K ∑

K

i＝１
E yi

p[ ] ＝E Y p[ ] (２０)

即T′为E Y p[ ] 的无偏估计.同理,T 为

和E Z p[ ] 的无偏估计,且T′与T 之间相互独

立.
定义:

P＝E Y p[ ] ,Q＝E Z p[ ] (２１)
则有:

E[T′]＝P,E[T]＝Q (２２)

估计值α̂ 的数学期望为:

E α̂[ ] ＝E plnN
lnT′－lnT
é

ë
êê

ù

û
úú＝

　　 plnN
ln(E T′[ ] )－ln(E T[ ] )＝

　　 plnN
ln(E X p[ ] )－ln(E Xi

p[ ] )＝α

(２３)

即,α̂ 为α 的无偏估计.
再来分析估计的一致性,定义变量D 如下:

D＝Np/α ＝P/Q (２４)

α 与D 之间是幂函数关系,二者之间是一一

对应的,因此如果算法中对D 的估计是无偏的,
则对α 的估计也将是无偏的,算法中D 的估计值

为:

D̂ ＝Np/α̂ ＝T′/T (２５)
下面分析D 估计的无偏性:

　E D̂－D( ) ２[ ] ＝E T′
T －

P
Q

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
êê

ù

û
úú＝

　　　E T′２

T２ －２T′P
TQ ＋

P２

Q２
é

ë
êê

ù

û
úú＝E T′２

T２
é

ë
êê

ù

û
úú－

　　　２P
QE T′

T
é

ë
êê

ù

û
úú＋

P２

Q２ ＝E T′２

T２
é

ë
êê

ù

û
úú－

P２

Q２
(２６)

由于Y 和Z 相互独立,因此式(２６)可以表示

为:

E T′２

T２
é

ë
êê

ù

û
úú＝

E T′２[ ]

E T２[ ]
(２７)

再来分析E T′２[ ] 的构成:

E T′２[ ] ＝E ∑
K

i＝１
yi

p

K

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

２
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝

　 １
K２E ∑

K

i＝１
∑
K

j＝１
yi

p|yj|p[ ] ＝

　 １
K２E ∑

K

i＝１
yi

２p ＋∑
K

i＝１
∑
K

j＝１,j≠i
yi

p|yj|p[ ] ＝

　
∑
K

i＝１
E yi

２p[ ]

K２ ＋

　
E ∑

K

i＝１
∑
K

j＝１,j≠i
E yi

p[ ]E |yj|p[ ][ ]

K２ ＝

　 １
KE Y ２p[ ] ＋

K －１
K E Y p[ ][ ] ＝

　 １
KE Y ２p[ ] ＋E Y p[ ] －

１
K E Y p[ ][ ] ＝

　 １
KE Y ２p[ ] ＋P２－

１
K E Y p[ ][ ] (２８)

当２p＜α 时,E Y ２p[ ] 和[E[Y p]]均为

有限值,当采样长度无穷长,即L 无穷大时,K＝
L/N 也趋于无穷大,因此式(２８)可写作:

E T′２[ ] ＝P２ (２９)
因此,当采样长度无穷大时,式(２７)可表示为:

E D̂－D( ) ２[ ] ＝E T＇２

T２
é

ë
êê

ù

û
úú－

P２

Q２ ＝０ (３０)

即当采样长度无穷大时,D̂ 和D 之间的均方

误差趋于０,D̂ 为D 的一致估计,进而,α̂ 为α 的

无偏估计.

３　数值仿真实验

实验１　不同α 值的特征指数估计实验

实验目的:验证算法的有效性.
实验方法:α 的取值从０．１至２,每隔０．１取

一个α 值,利用数值方法实现β＝０,γ＝１,长度为

１００００的α 分布序列,分割为两段,通过式(１９),
取p＝０．１计算α的估计值,并与产生数据所用的

α 相比较,以验证算法的有效性.
估计结果与生成数据时所用α之间关系如图

１所示.
从 图１可以看到,该方法准确地估计了α的

图１　基本的α估计实验结果

Fig．１　Estimationresultofαwithbasicexperiment

􀅰１２６􀅰
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值.为考察算法精度,定义估计均方误差:

MSE＝ ∑ α̂－α( ) ２

N
(３１)

每个α 取值进行１００次蒙特卡罗实验,计算

均方误差,图２为均方误差图.

图２　α估计均方误差

Fig．２　EstimationMSEofαwithbasicexperiment

可以看到,随着α 变大,均方误差逐渐变大,
当α＝２时,均方误差仅为－１２dB,具有较高的估

计精度.
实验２　分割段数对算法的影响

实验目的:验证分割段数对于算法精度的影

响.
实验方法:特征指数取０．６,０．９,１．２,１．６,分段

数分别取[２,３,４,５,６,８,１０,１２,１５,１６,２０,２４]进
行计算,每种情况进行１００次蒙特卡罗实验,为了

得到完整的分段,实验数据长度取１２０００,记录估

计值和均方误差,观察分段数对于估计误差的影

响.
图３为分段数变化时特征指数的估计结果和

均方误差.
从图３可以看出,不同分段数时,本方法均可

以有效估计α 值.从均方误差结果图中可以看

到,段数变大估计均方误差变大,这是由于分段数

变大使得每段数据量变小,从而使得p 范数的估

计误差变大引起的.本方法对α的估计误差始终

在－１３dB以下,估计精度较高.
实验３　分散系数对算法的影响实验

实验目的:验证不同分散系数γ 时的算法性

能.
实验方法:γ 从０．１变到１０,每隔０．１取一个

点,α取０．６,０．９,１．２,１．６,进行４次实验,每种情

况进行１００次蒙特卡罗实验,分段数取４,每次实

验数据长度为１００００,记录估计值和均方误差并

形成曲线.

图４为γ 分段数变化时估计误差结果.
从图４可以看到,γ从０．１到１０,本方法始终

能正确估计α值.从估计均方误差结果可以看

图３　分段数对α估计结果的影响

Fig．３　Influenceofsectionnumberonestimationofα

图４　分散系数对α估计结果的影响

Fig．４　Influenceofγonestimationofα
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出,不同γ 值下,α 值估计的均方误差变化不大,
且始终能保持－１４dB以下的均方误差,估计精

度较高.
实验４　高斯噪声与SαS噪声共存时的估计

效果

实验目的:验证高斯信号与SαS信号共存时

算法对于α的估计效果.
实验方法:α取０．６,０．９,１．２,１．６,在SαS信号

中掺杂入广义信噪比不同的高斯噪声,其他条件

与前述实验相同,依据本算法估计信号α 值.每

种情况进行１００次蒙特卡罗实验,记录α 的估计

结果均值和均方误差.
图５为高斯噪声掺杂时α的估计结果.

图５　高斯噪声掺杂时算法对α的估计结果

Fig．５　EstimationofαwhenGaussiannoiseadded

从图５可以看出,在信噪比０dB以下,高斯

噪声的添加对特征指数α 估计结果的影响不大,
估计均方误差在－８dB以下.说明本算法可以

估计高斯随机变量与α稳定分布随机变量共存时

α稳定分布随机变量的特征指数.

４　结束语

针对α 稳定分布信号处理中的参数估计问

题,本文提出了基于α 稳定分布pＧ范数和叠加性

质的特征指数α估计方法.将α稳定分布随机变

量的采集序列等分相加,结果序列的p 范数与原

序列的p 范数之间存在的固定关系可以用来估

计特征指数α.该方法不需要β的先验知识即可

估计α 值,在很大范围内可以正确估计α 值.在

０．１~２范围内,α 值估计的均方误差均小于－１３
dB,分段数和随机变量的γ 变化对估计性能影响

不大,在一定程度的高斯噪声与α 稳定分布掺杂

时,仍能正确估计α 值.本文详细说明了算法原

理和算法步骤,并证明了估计算法的无偏性和一

致性.该方法可以为针对α噪声的信号处理算法

提供特征指数α的先验知识,为基于分数低阶矩

的算法提供阶次选择的依据.
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